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　　摘　要：针对盘形谐振陀螺的机械灵敏度这一关键性能，采用结构优化法对盘形谐振陀螺的谐振环壁厚分布

进行了优化。首先基于ＣＯＭＳＯＬｗｉｔｈＭＡＴＡＬＢ实现了盘形谐振陀螺品质因数犙、谐振频率犳０、等效质量犿ｅｆｆ和

角度增益犃ｇ的有效计算，估算出了盘形谐振陀螺的机械灵敏度；然后以机械灵敏度为优化目标，采用移动渐近线

法对盘形谐振子的谐振环壁厚分布进行了优化。壁厚分布优化使陀螺的机械灵敏度提升了２０％。
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０　引言

固体波动陀螺是一种高性能的振动陀螺，它具

有精度高，体积小，抗冲击和寿命长等优点［１３］。在

所有微机电系统（ＭＥＭＳ）固体波动陀螺中，最具精

度潜力的是 ＭＥＭＳ盘形谐振陀螺
［４５］。ＭＥＭＳ盘

形谐振陀螺由同心嵌套的多个谐振环构成，谐振结

构通过中心的锚点支撑，环与环之间的间隙用于布

置差分式电容式电极。ＭＥＭＳ盘形谐振陀螺具有

支撑损耗低，谐振质量大，电极数目多及电容面积大

等优势。但与传统陀螺仪相比，目前ＭＥＭＳ陀螺仪

的精度还不高，主要受制于体积减小带来的灵敏度

降低。通过结构优化法来提升 ＭＥＭＳ谐振陀螺的

机械灵敏度，对于提升 ＭＥＭＳ陀螺的总体性能，具

有重要作用。本文主要采用移动渐近线法（ＭＭＡ）

对 ＭＥＭＳ盘形谐振陀螺的多个谐振环的壁厚分布

进行灵敏度优化。

１　基本理论

１．１　盘形谐振陀螺的机械灵敏度

ＭＥＭＳ盘形谐振陀螺的结构如图１（ａ）所示，该

结构充分利用了结构面积，显著增大了惯性质量和

电极数量；其振型的对称性显著降低了支撑损耗；衬

底与结构都为硅材料，故热失配很小；数目众多的内

置电极可以实现结构的精密修调和参数激励。因

此，ＭＥＭＳ盘形谐振陀螺表现出了很高的性能潜

力。盘形谐振陀螺工作在二阶酒杯形模态，如图

１（ｂ）所示。首先，在驱动电极上施加交变驱动电



压，在静电力的作用下，谐振环产生形变振动，此为

驱动模态。当有旋转角速度Ω输入时，科里奥利力

诱导谐振环检测模态的振动，其振幅正比于Ω。

图１　盘形谐振陀螺的结构及振型

盘形谐振陀螺的简化二阶动力学模型可由如下

方程组描述［４］：

犿ｅｆｆ̈狓＋犮狓＋犽狓＝犉ｓｉｎ（ω狋）

犿ｅｆｆ̈狔＋犮狓＋犽狔＝２犿ｃｏｒΩ｛ 狓
（１）

式中：犿ｅｆｆ、犮、犽分别为谐振子的等效质量、等效阻尼

和等效刚度；犉为由所施加电压产生的静电力；犿ｃｏｒ

为Ｃｏｒｉｏｌｉｓ质量，且有犿ｃｏｒ＝２犿ｅｆｆ犃ｇ，犃ｇ 为角度增

益的比例常数，对于盘形谐振陀螺，通常犃ｇ≈０．４。

通过求解式（１）可得到盘形谐振陀螺的机械灵

敏度为

犛ｍｅｃｈ＝
４犃ｇ犉犙

２

（２π犳０）
３犿ｅｆｆ

（２）

式中：犳０ 为谐振频率；犙为品质因数。

１．２　移动渐近线法

目前，多变量隐式非线性优化问题最常采用的

方法是 ＭＭＡ，该算法最早是由Ｓｖａｎｂｅｒｇ于１９８７

年提出的。ＭＭＡ是一种序列近似规划方法，其思

想主要是将隐式优化问题转化为一系列更简单的显

式可分离的近似数学规划子问题。我们特别希望这

些数学规划子问题都是凸规划，因为凸规划具有一

项很好的性质：局部最小值即是全局最小值。

ＭＭＡ通过引入移动渐近线对结构的响应函数

作一阶倒变量的泰勒展开，并实施凸线性规划将隐

式问题显式化近似；这样原问题分离成一系列更为

简单的严格凸的显式子优化问题；最后将子问题的

解不断逼近最终解［６］。

２　参数计算

由式（２）可知，由于不考虑驱动力的影响，不妨

设驱动力为１Ｎ，还需要通过有限元仿真或理论计

算犙、犳０、犿ｅｆｆ和犃ｇ，才能最终计算出机械灵敏度。

其中最重要的一项是估算犙。对于盘形谐振陀

螺而言，影响最大的阻尼因素有热弹性阻尼和空气

阻尼，这两项因素引起的热弹性品质因数犙ＴＥＤ和空

气阻尼品质因数犙ａｉｒ都在２×１０
５ 以内，其中空气阻

尼以压膜阻尼为主。与这两项相比，其他阻尼影响

较小，记其他因素引起的品质因数为犙ｏｔｈｅｒ。通过文

献［４］报道可知，对于嵌套环式谐振子而言，犙ｏｔｈｅｒ是

犙ＴＥＤ和犙ａｉｒ的数倍乃至数十倍，不妨将其设为定值

（约为５×１０５）。由

１

犙
＝
１

犙ＴＥＤ
＋
１

犙ａｉｒ
＋
１

犙ｏｔｈｅｒ
（３）

即可计算品质因数。再通过ＣＯＭＳＯＬ有限元仿真

可计算得出犙ＴＥＤ；通过理论推导可实现对犙ａｉｒ的

估计。

２．１　仿真计算犙犜犈犇和犳０

计算采用的模型为带有９个谐振环的盘形谐振

子，中心锚点的直径为３．５ｍｍ，锚点与嵌套环及

嵌套环之间间隔２４０μｍ，谐振子总体厚为３００μｍ，

辐射状支撑短梁厚为４０μｍ，各谐振环的壁厚在仿

真中处于可变，初始都设定为２０μｍ。

采用ＣＯＭＳＯＬ的热弹性阻尼模块计算盘形谐

振子的犙ＴＥＤ
［７９］。热弹性阻尼分析以模态仿真的形

式进行，可同时得到谐振子各个模态的谐振频率。

典型盘形谐振子的热弹性阻尼仿真结果如表１

所示。

表１　ＣＯＭＳＯＬ热弹性阻尼仿真结果

阶数 谐振频率／Ｈｚ 热弹性品质因子

１ １１６１５ ８１４７１

２ １１７６５ ５７１４７

３ １１７６５ ５７１４７

４ １１８８２ ８３４３１

５ １１８８２ ８３４３１

６ １４６１７ ７２３４３

７ １４６１７ ７２３４３

８ １６１７９ ６５８４７

９ １８２７２ ６０９９２

１０ １８２７２ ６０９９２

１１ １９６１７ １８０４８８

１２ １９６１７ １８０４８８

２．２　理论估算犙犪犻狉

假设盘形谐振子采用真空封装，气压为１０Ｐａ。

由结构特性可知，嵌套环谐振子所受阻尼主要是压

膜空气阻尼。低真空下压膜空气阻尼［１０］为

犙ａｉｒ＝ （２π）
３
２犿ｅｆｆω０

犱０（ ）犔 犚犜
犕槡ｍ

１

犘犃
（４）

式中：犕ｍ 为气体 （平均）摩尔质量，空气取值

２９ｇ／ｍｏｌ；犚为气体摩尔常数（８．３１４×１０
３Ｊ／Ｋ）；犜
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为绝对温度；ω０＝２π犳０ 为振动频率；犱０＝２０μｍ为

压缩面之间的间隙；犘＝１０Ｐａ为压力；犃＝犔×犺０ 为

压缩面面积，犺０＝３００μｍ为谐振子厚度；犔为压缩

面长度。

对于盘形谐振子而言，结构较复杂，不是直观的

平面之间的压缩。总体而言，参与压缩的面是谐振

环的侧面，需要根据嵌套环侧面的总长度犔０ 估算出

犔。由于狀＝２模态的波节点处平均位移为０，故不

是所有的侧面都参与压缩，因此，需要在侧面长度

犔０ 上乘以一个小于１的系数犽１。另外，９个谐振环

越靠近锚点，振动位移越小，小幅振动梁应该等效成

更小的压缩长度，因此，压缩长度应该在犽１犔０ 上再

乘以一个小于１的系数犽２。综上有

犔＝犽１犽２２π
９

犻＝１

狉ｉ （５）

式中狉犻为第犻个环的半径。将犔和其余常值参数

代入（４）中，可以估算仿真采用的嵌套环谐振子的

犙ａｉｒ约为（１．２～１．５）×１０
５。

２．３　仿真计算犿犲犳犳和犃犵

盘形谐振子在 狀＝２ 模 态 下 的 振 型 函 数

（狓１，狔１，狕１，狓２，狔２，狕２），犿ｅｆｆ和犃ｇ可以表示
［５６］为

犿ｅｆｆ＝
犞

ρ（
２
狓１＋

２
狔１＋

２
狕１）ｄ犞 （６）

犃ｇ＝

犞

ρ（
２
狓１

２
狔２＋

２
狓２

２
狔１）ｄ犞

犿ｅｆｆ

（７）

首先，通过模态分析法得出盘形谐振子的工作

模态振型，再利用Ｃｏｍｓｏｌ和 Ｍａｔｌａｂ联合仿真提取

出工作模态振型上所有节点的位移，之后提取所有

单元的节点编号，最后通过节点平均法计算得出所

有单元的位移。模态１、２所有单元的位移构成的列

向量犱犻狊狆１、犱犻狊狆２，所有单元在笛卡尔坐标系下的位

移分量构成的矩阵［狌１，狏１，狑１］、［狌２，狏２，狑２］。通过

在位移向量犱犻狊狆１、犱犻狊狆２ 的元素中取最大值得到模

态１、２的波腹点位移狇１ 和狇２。

首先计算犿ｅｆｆ，由式（６）可知

犿ｅｆｆ＝
犞

ρ（
２
狓１＋

２
狔１＋

２
狕１）ｄ犞 ＝

ρ
狇
２
１
犞

（狌２１＋狏
２
１＋狑

２
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提取每个网格单元的体积，保存为列向量δ犞，

由式（１０）可知
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通过仿真计算得到９个环的嵌套环式谐振子的

犃ｇ值约为０．３９２～０．３９３（谐振环壁厚对于犃ｇ 值有

轻微影响）。

３　盘形谐振陀螺的壁厚分布优化

３．１　目标函数程序

本研究已实现了一次模态仿真计算出谐振频率

犳０，犙ＴＥＤ，犿ｅｆｆ，犃ｇ；采用Ｃｏｍｓｏｌ和 Ｍａｔｌａｂ联合仿真

能够实现以上仿真，而且可以将估算犙ａｉｒ的 ＭＡＴ

ＬＡＢ代码嵌入到以上仿真代码中，最后将代码封装

成一个计算机械灵敏度犛ｍｅｃｈ的 Ｏｂｊ函数：［犳０，犙＿

ＴＥＤ，犙＿ａｉｒ，犿＿ｅｆｆ，犿＿ｃｏｒ，犃ｇ，犛＿ｍｅｃｈ］＝ Ｏｂｊ

（犪，ｅｉｇｆｒｅｑ）。Ｏｂｊ函数的输入为：

１）含有９个元素的向量犪，元素犪（犻）对应于第

犻个谐振环的壁厚数值，１≤犻≤９，越靠外的谐振环犻

值越大。

２）模态仿真的中心频率ｅｉｇｆｒｅｑ，Ｃｏｍｓｏｌ的模

态仿真频率段在中心频率附近。要求中心频率越靠

近工作模态频率越好，如果中心频率偏离工作模态

谐振频率太远，有可能仿真得不到工作模态。

３．２　优化流程

采盘形谐振子壁厚分布优化可以描述为：寻找

最优的谐振环壁厚分布向量犪＝［狋１，狋２，狋３，狋４，狋５，

狋６，狋７，狋８，狋９］，使得谐振子犛ｍｅｃｈ值达到最大，同时保

证犳０＞５０００Ｈｚ（抗外界干扰的考虑），且所有谐振

环壁厚取值范围都是［２０μｍ，５０μｍ］（微制造可行

性的考虑）。数学描述为

ｍｉｎ －犛ｍｅｃｈ（犪）

ｓ．ｔ． ５０００－犳０（犪）≤０

２０≤犪（犻）≤５０ 犻＝１，２…，
烅

烄

烆 ９

（１２）

式中犛ｍｅｃｈ和犳０ 是犪的隐式非线性函数，且犪有９个

元素。整个优化流程如图２所示，即定义设计变量

初始值、有限元分析、计算目标函数和约束函数对单

元密度设计变量的灵敏度。接着将计算结果送入优

化求解器。求解器采用 ＭＭＡ法。通过迭代有限

元分析、灵敏度分析和 ＭＭＡ优化求解，实现谐振

环壁厚分布的不断更新。当相邻两次迭代结果的差
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距小于阈值时，终止迭代并输出结果。

图２　盘形谐振子壁厚尺寸优化流程

３．３　优化结果与讨论

优化起始点为［２０，２０，２０，２０，２０，２０，２０，２０，

２０］，即所有的谐振环壁厚都是２０μｍ。仿真结果如

图３所示。优化前的机械灵敏度数值为１．７０３×１０－４

ｍ／（ｒａｄ／ｓ），优化后的数值为２．０４７×１０－４ ｍ／（ｒａｄ／

ｓ），优化使得机械灵敏度提升了２０．２％。该结果是犙

值和犿ｅｆｆ提升，谐振频率下降的综合作用。

图３　犛ｍｅｃｈ的优化曲线和优化前、后关键参数对比

谐振环壁厚随着优化进程的变化趋势如图４所

示，图中，编号越小的谐振环越靠近中心锚点。由图

可知，最内层的两个环和最外侧一个环随着优化进

行而逐渐增加，并最终稳定在某一值附近。最终优

化的壁厚分布为［２１．５２，２１．１７，２０．０９，２０，２０，

２０，２０，２０，３７．５７］。

图４　盘形谐振子不同谐振环壁厚尺寸优化流程

４　结束语

本文 通 过 有 限 元 法，采 用 ＣＯＭＳＯＬ ｗｉｔｈ

ＭＡＴＬＡＢ仿真实现了盘形谐振陀螺的机械灵敏度

计算。基于以上灵敏度仿真模块，开展了盘形谐振

陀螺谐振环壁厚分布的优化工作，使机械灵敏度提

升了２０％。本文提供了一套可行的 ＭＥＭＳ陀螺谐

振子优化设计方案，可以扩展到其他目标函数和约

束条件，对谐振子的各种尺寸参数进行优化。
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