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　　摘　要：针对目前六自由度微动并联机构的位置正解无解析解或解析解求解难问题，提出了一种由压电陶瓷

驱动１２ＳＰＳ台体拓扑构型的并联机构，并构建了一种能完全解耦的位置正解模型。通过引入１２个关于动平台上

４个特征点坐标的中间变量，并根据支链长度和特征点尺度的约束关系，推导出１５个二次相容方程，进而建立了输

入、输出集合的映射。通过同构方程的合并运算，将正向运动学方程转换成１２个线性相容方程。基于方程组系数

矩阵的奇异性，讨论了一般及３种特殊情况下中间参量的计算流程，对应于唯一确定的位置正解。实验结果表明，

该全解析算法具有效率高，精度高，无增根和失根等优点。
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０　引言

随着微／纳米科学与技术的迅猛发展，微定位技

术在光纤对接、航空航天、精密仪器及生物医疗等领

域有着广泛的应用潜力［１］，而微动定位平台是该技

术中的一项重要载体。由于并联机构具有结构紧

凑，输出精度高及动态特性好等优点［２］，已有学者将

微定位技术与并联机构技术相结合［３］，产生了一个

新的发展方向，即“微动并联机构”，理论上可实现微

米或纳米尺度上的微观定位。李仕华等［４］提出的３

ＰＲＣ并联微动平台及蔡开云等
［５］提出的３ＲＲＲＰ

并联微动平台，其驱动器均是压电陶瓷，能实现微米

级的定位，且具有良好的解耦特性。然而，它们仅能

实现三维平移，不适用于包括三维转动在内的空间

六维运动［６］的场合。ＩＮＮＯＣＥＮＴＩ
［７］设计了一种六

自由度的６４构型的并联机构，并推导了其位置正

解模型；消元处理后，得到一元三十二次方程，需要



借助于多维搜索法才能求出数值解，故存在计算耗

时及失根等问题，影响了定位系统的工作空间计算、

奇异特性分析、实时控制及误差补偿等后续工作。

六自由度并联机构的输入、输出量较多，且属于

强非线性耦合系统。目前，国内、外学者在研究过程

中面临的最大挑战是位置正解无解析解或解析解的

推导难［８］。因此，本文首先提出一种基于压电陶瓷

驱动的可解耦的台体型１２ＳＰＳ微动并联机构，然后

建立该新型机构的位置正解模型并推导解析解，最

后通过实验验证数学模型的准确性。

１　结构模型及工作原理

台体型并联机构主要包括１个边长为２狀的立

方体状动平台、１个内边长为２（狀＋犔）的立方体空

壳状静平台和１２条结构完全相同的ＳＰＳ
［９］支链３

部分，并联机构的结构模型及支链的布局方式分别

如图１、２所示。每２条支链为一组，它们垂直布置

且共用１个球铰链，６个共用球铰链分别固结在动

平台的上后棱、上左棱、右后棱、下前棱、下右棱和左

前棱的中点。所有支链的另一端与嵌套在静平台内

的副板固结，通过调节副板中央的预紧柱并配合锁

紧板，可实现所有支链的预紧和防松处理。考虑到

压电陶瓷具有位移分辨率高，响应速度快，结构刚度

大，能耗低及推力大等适用于微定位领域的优点，选

择压电陶瓷充当支链中的移动副，并作为整个机构

的驱动元件。当驱动１２根压电陶瓷时，在逆压电效

应的作用下，１２条支链的长度会改变，这使得动平

台的位置和姿态也发生变化，从而实现微定位功能。

图１　台体型并联机构的结构模型

图２　台体型并联机构的支链布局方式

２　位置正解模型

２．１　运动学方程

将第犻条支链的实时长度记为犾犻，动平台相对

于静平台的位置和姿态分别用矢量犘和三阶正交

矩阵犚表示。为了反映输入量集合｛犾１，犾２，…，犾１２｝

与输出量集合｛犘，犚｝之间的映射关系，需要建立图１

所示并联机构的运动学方程。此前，在静平台上固

连坐标系狓狔狕（见图２），坐标原点与初始状态下动

平台的质心重合。

１２个外铰链中心点在静坐标系中的笛卡尔坐

标可表示成矩阵形式：

　　 （犫１，犫２，犫３，犫４，犫５，犫６，犫７，犫８，犫９，犫１０，犫１１，犫１２）＝

０ ０ －狀 －狀－犔 狀 狀＋犔 ０ ０ 狀 狀＋犔 －狀 －狀－犔

狀＋犔 狀 狀＋犔 狀 ０ ０ －狀－犔 －狀 －狀－犔 －狀 ０ ０

－狀 －狀－犔 ０ ０ －狀－犔 －狀 狀 狀＋犔 ０ ０ 狀＋

熿

燀

燄

燅犔 狀

（１）

式中：狀为动平台的半边长；犔为支链的初始长度。

将前３个共用球铰链中心点犅１、犅２、犅３ 及动平

台中心点犗在静坐标系中的笛卡尔坐标设定为未

知量，据此计算出犅４、犅５、犅６ 的坐标，并将上述７个

点的坐标统一表示成矩阵形式：

（犘，犅１，犅２，犅３，犅４，犅５，犅６）＝

狓０ 狓１ 狓２ 狓３ ２狓０－狓１ ２狓０－狓２ ２狓０－狓３

狔０ 狔１ 狔２ 狔３ ２狔０－狔１ ２狔０－狔２ ２狔０－狔３

狕０ 狕１ 狕２ 狕３ ２狕０－狕１ ２狕０－狕２ ２狕０－狕

熿

燀

燄

燅３
（２）

式中犘表示犗 的坐标。

支链的实时长度不但可通过读取压电陶瓷驱动

器的控制数据获得，且可通过计算其两端球铰链的

中心点坐标差的模获得；另外，由于结构限制，机构

在运动过程中，犅１、犅２、犅３ 与犗的约束距离始终保

持不变。据此并结合式（１）、（２），推导出１５个二次

相容方程：

狓２１＋［狔１－（狀＋犔）］
２
＋（狕１＋狀）

２
＝犾

２
１ （３）

狓２１＋（狔１－狀）
２
＋［狕１＋（狀＋犔）］

２
＝犾

２
２ （４）

（狓１－２狓０）
２
＋［狔１－２狔０－（狀＋犔）］

２
＋

　　（狕１－２狕０＋狀）
２
＝犾

２
７ （５）

（狓１－２狓０）
２
＋（狔１－２狔０－狀）

２
＋

　　［狕１－２狕０＋（狀＋犔）］
２
＝犾

２
８ （６）

（狓１－狓０）
２
＋（狔１－狔０）

２
＋（狕１－狕０）

２
＝２狀

２

（７）

（狓２＋狀）
２
＋［狔２－（狀＋犔）］

２
＋狕

２
２ ＝犾

２
３ （８）
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［狓２＋（狀＋犔）］
２
＋（狔２－狀）

２
＋狕

２
２ ＝犾

２
４ （９）

（狓２－２狓０＋狀）
２
＋［狔２－２狔０－（狀＋犔）］

２
＋

　　（狕２－２狕０）
２
＝犾

２
９ （１０）

［狓２－２狓０＋（狀＋犔）］
２
＋（狔２－２狔０－狀）

２
＋

　　（狕２－２狕０）
２
＝犾

２
１０ （１１）

（狓２－狓０）
２
＋（狔２－狔０）

２
＋（狕２－狕０）

２
＝２狀

２

（１２）

（狓３－狀）
２
＋狔

２
３＋［狕３＋（狀＋犔）］

２
＝犾

２
５ （１３）

［狓３－（狀＋犔）］
２
＋狔

２
３＋（狕３＋狀）

２
＝犾

２
６ （１４）

（狓３－２狓０－狀）
２
＋（狔３－２狔０）

２
＋［狕３－２狕０＋

　　（狀＋犔）］
２
＝犾

２
１１ （１５）

［狓３－２狓０－（狀＋犔）］
２
＋（狔３－２狔０）

２
＋

　　（狕３－２狕０＋狀）
２
＝犾

２
１２ （１６）

（狓３－狓０）
２
＋（狔３－狔０）

２
＋（狕３－狕０）

２
＝２狀

２

（１７）

将动平台右侧面中心点的坐标记作犘ｒｉｇｈｔ，根据

该点与犅３、犅５、犗之间的尺度关系，计算其解析解：

犘ｒｉｇｈｔ＝
１

３
（犘＋犅３＋犅５）－

１

３狀
（犅５－犅３）×

（犘－犅３） （１８）

将动平台顶面及前面中心点的坐标分别记作

犘ｔｏｐ和犘ｆｒｏｎｔ，运用立体几何理论，计算其解析解为

犘ｔｏｐ＝
１

３
（犘＋犅１＋犅２）－

１

３狀
（犘－犅１）×

（犅２－犅１） （１９）

犘ｆｒｏｎｔ＝
１

３
（犘＋犅４＋犅６）－

１

３狀
（犅４－犘）×

（犅６－犘） （２０）

式（３）～（２０）为图１所示并联机构的运动学方

程，其中，动平台的位置和姿态可分别表示为

犘＝ ［狓０，狔０，狕０］
Ｔ （２１）

犚＝
１

狀
（犘ｒｉｇｈｔ－犘，犘ｔｏｐ－犘，犘ｆｒｏｎｔ－犘） （２２）

２．２　正向运动学方程的求解

由并联机构的支链长度计算动平台位姿的过

程，称为“正向运动学方程的求解”；结合第２．１节的

运动学方程可知，台体型并联机构的正解问题最终

归结为“求解十二元二次多项式代数方程”。

将１５个二次相容方程式划分成３组，其中，式

（３）～（７）构成第一组，式（８）～（１２）构成第二组，式

（１３）～（１７）构成第三组。将每组二次相容方程中的

同构方程两两相减，得到１２个线性相容方程，表示

成４组矩阵形式：

狓０

狔０

狕

熿

燀

燄

燅０

＝
１

４犔

０ １ １

１ ０ １
熿

燀

燄

燅１ １ ０

－１ －犾
２
１＋犾

２
２＋犾

２
７－犾

２
８

犾２５－犾
２
６－犾

２
１１＋犾

２
１２

－犾
２
３＋犾

２
４＋犾

２
９－犾

２
１

熿

燀

燄

燅０

（２３）

　　

０ １ １

狓０ 狔０ 狕０

０ 狀＋犔 －

熿

燀

燄

燅狀

狓１

狔１

狕

熿

燀

燄

燅１

＝

（－犾
２
１＋犾

２
２）／（２犔）

（犾２１－犾
２
７）／４＋２犳０＋（狀＋犔）狔０－狀狕０

（狀＋犔）狔０－狀狕０－（犾
２
１＋犾

２
７）／４＋犳０＋３狀

２／２＋（狀＋犔）
２／

熿

燀

燄

燅２

（２４）

１ １ ０

狓０ 狔０ 狕０

狀 －（狀＋犔）

熿

燀

燄

燅０

狓２

狔２

狕

熿

燀

燄

燅２

＝

（－犾
２
３＋犾

２
４）／（２犔）

（犾２３－犾
２
９）／４＋２犳０－狀狓０＋（狀＋犔）狔０

狀狓０－（狀＋犔）狔０＋（犾
２
３＋犾

２
９）／４－犳０－３狀

２／２－（狀＋犔）
２／

熿

燀

燄

燅２

（２５）

１ ０ １

狓０ 狔０ 狕０

狀 ０ －（狀＋犔

熿

燀

燄

燅）

狓３

狔３

狕

熿

燀

燄

燅３

＝

（犾２５－犾
２
６）／（２犔）

（犾２５－犾
２
１１）／４＋２犳０＋狀狓０－（狀＋犔）狕０

狀狓０－（狀＋犔）狕０－（犾
２
５＋犾

２
１１）／４＋犳０＋３狀

２／２＋（狀＋犔）
２／

熿

燀

燄

燅２

（２６）

其中犳０ ＝ （狓
２
０＋狔

２
０＋狕

２
０）／２。

一般情况下，式（２４）～（２６）的系数矩阵非奇异，

可直接给出方程的解析解。下面讨论３种特殊

情况：

１）当狓０＝０时，式（２４）的系数矩阵奇异，退化

成二元方程组，对应的解析解为

　　
狔１

狕［ ］
１

＝
１ １１

狀＋犔 －［ ］狀
－１ （－犾

２
１＋犾

２
２）／（２犔）

（狀＋犔）狔０－狀狕０－（犾
２
１＋犾

２
７）／４＋犳０＋３狀

２／２＋（狀＋犔）
２／［ ］２ （２７）

结合式（７），给出狓１ 的解析解为

狓１ ＝± ２狀２－（狔１－狔０）
２
－（狕１－狕０）槡

２ （２８）

２）当狕０＝０时，式（２５）的系数矩阵奇异，退化

成二元方程组，对应的解析解为

　　
狓２

狔［ ］
２

＝
１ １

狀 －（狀＋犔［ ］）
－１ （－犾

２
３＋犾

２
４）／（２犔）

狀狓０－（狀＋犔）狔０＋（犾
２
３＋犾

２
９）／４－犳０－３狀

２／２－（狀＋犔）
２／［ ］２ （２９）

结合式（１２），给出狕２ 的解析解为 狕２ ＝± ２狀２－（狓２－狓０）
２
－（狔２－狔０）槡

２ （３０）
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３）当狔０＝０时，式（２６）的系数矩阵奇异，退化 成二元方程组，对应的解析解为

　　
狓３

狕［ ］
３

＝
１ １

狀 －（狀＋犔［ ］）
－１ （犾２５－犾

２
６）／（２犔）

狀狓０－（狀＋犔）狕０－（犾
２
５＋犾

２
１１）／４＋犳０＋３狀

２／２＋（狀＋犔）
２／［ ］２ （３１）

结合式（１７），给出狔３ 的解析解为

狔３ ＝± ２狀２－（狓３－狓０）
２
－（狕３－狕０）槡

２ （３２）

由式（２８）、（３０）、（３２）可知，台体型并联机构的位

置正解在理论上可能会出现２组解、４组解和８组解

３种多解的情况。考虑到犅１、犅２、犅３ 三点之间的约束

距离恒定，即它们的笛卡尔坐标还应满足

　 （狓１＋狓２＋狓３）
２
＋（狔１＋狔２＋狔３）

２
＋（狕１＋狕２＋

狕３）
２
－３（狓１狓２＋狓１狓３＋狓２狓３＋狔１狔２＋狔１狔３＋

狔２狔３＋狕１狕２＋狕１狕３＋狕２狕３）－５狀
２
＝０ （３３）

同时，考虑到压电驱动式机构具有输出位移微

小的特点，能够证明，实际上只有１组解有意义，可

借助程序中的条件语句进行筛选。

至此，已构建了压电驱动式台体型并联机构的

位置正解模型，程序算法流程如图３所示。

图３　台体型并联机构位置正解的算法流程

３　实验验证

为验证正解模型及其求解算法的正确性和有效

性，在软件ＡＤＡＭＳ中建立台体型并联机构的虚拟

样机，如图４所示。其中，静平台与地面固定，支链

中部的压电驱动器用移动副代替。

图４　台体型并联机构的虚拟样机

首先，驱动虚拟样机的动平台做空间任意方向

六维运动。一般选取１组２ｓ的实验数据进行验

证，ＡＤＡＭＳ中６个运动分量的函数表达式分别为

狊狓 ＝０．７５８１×（３狋
３
＋２狋

２）

狊狔 ＝－０．３７９０×（３狋
３
＋２狋

２）

狊狕 ＝－０．５３０７×（３狋
３
＋２狋

２）

θ狓 ＝－０．６５５４×（０．０３狋
３
＋０．０２狋

２）

θ狔 ＝－０．４９１５×（０．０３狋
３
＋０．０２狋

２）

θ狕 ＝０．５７３５×（０．０３狋
３
＋０．０２狋

２

烅

烄

烆
）

（３４）

式中：狋为时间；狊狓、狊狔、狊狕 分别为狓、狔、狕３个正交方

向的线位移；θ狓、θ狔、θ狕 分别为３个方向的角位移。

仿真实验结束后，测量１２条支链在２ｓ历程内

的长度，并将数据导入基于图３流程图编写的位置

正解的 Ｍａｔｌａｂ程序中，计算并输出动平台的位置矢

量和姿态矩阵。

（狊狓，狊狔，狊狕）＝ （狓０，狔０，狕０）

θ＝ θ
２
狓＋θ

２
狔＋θ

２
槡 狕 ＝ａｒｃｃｏｓ

ｔｒ（犚）－１（ ）烅

烄

烆 ２

（３５）

式中ｔｒ（·）表示矩阵的迹。

运用式（３５）将犘和犚 换算成６个独立的运动

分量，并将其与式（３４）的数据进行对比，如图５、６所

示。由图可看出，理论计算与仿真实验的正解结果

完全吻合。

图５　正解算法中的直线运动验证

图６　正解算法中的旋转运动验证

４　结束语

本文提出了一种由压电陶瓷驱动的六自由度台

体型并联机构的结构模型，理论上可实现微米或纳

米尺度上的微观定位。在建立位置正解模型时，采

２３８ 压　电　与　声　光 ２０１７年　



用了异于传统方法的思路，即选取动平台上４个特

征点的坐标作为中间变量，最终得到了１２个线性相

容方程，避开了高次方程的求解。经推导，正解模型

具有确定的、唯一的全解析解，为并联机构的后续研

究提供了保障。本文的正解算法具有计算效率高，

精度高，无增根和失根等优点，其正确性得到了实验

的验证，表明此方法是有效的、可行的。
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