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分布柔度桥式位移放大机构静动力学性能研究
赖磊捷，梅峻华，朱姿娜

（上海工程技术大学 机械工程学院，上海２０１６２０）

　　摘　要：该文对分布柔度桥式位移放大机构的放大比、刚度特性及固有频率等静动力学性能进行了研究。首

先，根据柔性梁单元的刚度矩阵建立了该放大机构的位移放大比及其输入刚度解析模型。随后根据柔性梁的变形

曲线方程，通过求解变形曲线对时间的导数，得到梁上任一点速度以获得柔性梁在机构振动过程中动能表达，在此

基础上，利用拉格朗日法建立了具有３个广义坐标的桥式放大机构的振动方程，并得到其工作方向的固有频率。

最后利用有限元与实验方法对其动力学性能进行了测试。实验结果表明，解析计算结果与有限元分析及实验结果

较吻合，证明了所建立的解析模型的准确性。
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０　引言

柔性机构具有无摩擦、无反向间隙、无需润滑、

体积小和加工简单等优点，以柔性机构作为微位移

导向部件的精密定位平台在微机电系统、扫描探针

显微镜、超精密加工及生物细胞操作等领域有广泛

应用［１２］。然而，由于其驱动部件（如压电驱动器等）

输出位移较小，其输出位移与尺寸比仅为１０μｍ／

ｃｍ
［３４］。因此，为满足大位移的应用场合，通常需借

助放大机构来扩大其输出位移。

杠杆机构广泛应用于各种微定位平台中，但由

于杠杆臂的存在，它同时存在尺寸大，放大比小及固

有频率低等缺点［５６］。近年来，基于三角放大原理的

桥式位移放大机构因其结构紧凑，放大率高和输出

耦合位移小等优点，逐渐取代杠杆机构，越来越广泛

的用于各类微位移装置中，各国研究人员也陆续对



其结构、位移放大比、静刚度及固有频率等进行了相

应研究［７９］。Ｌｏｂｏｎｔｉｕ等
［１０］基于卡氏第二定律建立

了桥式放大机构的静刚度和位移放大解析模型；Ｍａ

等［７］分别使用几何关系和功能定理，推导出了桥式

放大机构放大比的解析模型；Ｘｕ等
［１１］提出了一种

复合桥式位移放大机构以提高其侧向刚度，减少耦

合位移。叶果等［１２］利用刚度矩阵法建立了桥式放

大机构放大比计算公式；凌明祥等［１３］从能量守恒和

弹性变形的角度建立了机构的位移放大比和固有频

率等性能参数的解析模型。文献［７１３］中的桥式放

大机构均为基于柔性铰链的集中式柔性机构，即其

柔性集中在作为运动副的柔性铰链中。由于集中式

桥式放大机构４条臂上存在质量块，降低了其固有

频率，使其较难应用于高频激振器、高带宽扫描平台

及快刀伺服系统等高速场合。与集中式柔性机构相

比，分布式柔性机构使用柔性梁取代柔性铰链和刚

性臂，使放大机构质量降低，有效提升了其动态性

能［１４］。此外，分布式柔性机构将变形分布于柔性梁

中，克服了局部应力过大的问题，提高了使用寿命。

针对该类放大机构，Ｌｉｎｇ等
［１５］结合能量守恒理论

和弹性梁理论获得了该类机构放大率的数学模型；

Ｃｈｅｎ等
［１６］利用几何放大关系建立了分布柔度桥式

放大机构的输出位移与压电驱动电压的线性关系。

综上所述可知，目前的研究局限于放大比和静

刚度等静力学方面，而对其动力学性能还未深入的

探讨。因此，为使分布式桥式放大机构能更好的应

用于高速动态场合，在研究其放大比和静刚度等性

能的同时，也需对其动力学的解析模型进行分析。

本文首先利用梁单元的刚度矩阵建立分布柔度

桥式放大机构的位移放大比及其输入输出刚度的解

析模型，随后考察柔性梁单元在机构振动过程中动

能的计算方法，并且利用拉格朗日法建立了具有三

自由度的桥式放大机构的振动微分方程，并得到其

工作方向的固有频率。最后通过有限元法对放大机

构的放大比、输入、输出刚度及工作方向固有频率进

行仿真计算，并与解析模型计算结果进行对比，同时

对其工作方向的固有频率大小加以实验验证。

１　静力学建模

图１为分布柔度桥式位移放大机构，主要由４

根柔性梁组成。放大机构底部固定，驱动器在其两

输入端输入位移，从而使柔性梁发生形变，最终在输

出端产生放大位移。

图１　分布柔度桥式位移放大机构原理图

１．１　组合变形柔性梁的刚度方程

柔性放大机构由４组桥式分布的柔性梁组成，

因此，为了获得放大机构的放大比和输入、输出刚度

等力学性能参数，首先需要得到单个梁单元的刚度

特性。由图２可知，梁单元两节点受到的节点力和

节点位移分别为
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因此，梁单元的刚度矩阵为
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式中：犈为弹性模量；犫为梁厚度；狋为梁宽度；犾为梁

长度；犐为截面惯性矩。上述梁单元的节点力和节

点位移之间的关系为

犉＝犽δ （３）

图２　组合变形柔性梁单元

１．２　位移放大比和输入、输出刚度计算

由于桥式结构完全对称，因此，只需要对１／４部

分进行分析，如图３（ａ）所示。假设机构的输入力为

２犉狓，由于结构对称性，１／４结构在犃点所受输入力

为犉犃狓＝犉狓；同理，放大机构受到垂直方向外部负载
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为２犉狔，则１／４结构在犅点承受的负载力犉犅狔＝犉狔。

另外，犕犃狕和犉犃狔为犃 点的支座反力，犕犅狕和犉犅狓为犅

点的支座反力。

图３　桥式放大机构的１／４结构

根据力平衡方程易得，犉犃狓＝犉犅狓和犉犃狔＝犉犅狔，

且由图３（ｂ）可知，施加在柔性梁两端点（犃１和犅１）

处的内力关系为

犉犃
１
狓 ＝犉犅

１
狓 ＝犉狓

犉犃
１狔 ＝犉犅１狔 ＝犉狔

犕犃
１
狕＋犕犅

１
狕 ＝犉狓·犾ｓｉｎθ－犉狔·犾ｃｏｓ

烅

烄

烆 θ

（４）

图４为柔性梁在上述力作用下的变形。假如压

电驱动器的单边伸长位移为Δ狓，则总的位移伸长量

为２Δ狓。放大机构的单边输出位移为Δ狔，则其输出

总位移为２Δ狔。因此，放大机构的位移放大比为

犚ａｍｐ＝
２Δ狔
２Δ狓

＝
Δ狔
Δ狓

（５）

图４　１／４结构弹性变形

由于桥式机构的整体对称性，因此，在机构的变

形过程中，刚体犃犃１和犅犅１的姿态始终不变。由欧

拉伯努利梁理论可知，梁的横截面在变形前、后都垂

直于其中心轴线。因此，梁在犃１和犅１处的转角为

０。由图４可知，犃１和犅１在局部坐标系犗１狓１狔１下的

位移为
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１
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根据式（４）得到作用于犃１和犅１的力在局部坐

标系犗１狓１狔１下可表示为

犉犃
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狓
１
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将式（６）、（７）代入式（３），解上述方程组可得Δ狓

和Δ狔的表达式为

Δ狓＝犪１１犉狓＋犪１２犉狔

Δ狔＝犪１２犉狓＋犪２２犉
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其中
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当犉狔＝０时，位移放大比和输入刚度分别为

犚ａｍｐ＝
犪２１
犪１１

＝
ｓｉｎθｃｏｓθ（犾

２
－狋

２）
（狋２ｃｏｓ２θ＋犾

２ｓｉｎ２θ）

犓ｉｎ ＝
２犉狓
２Δ狓

＝
１

犪１１
＝

犈犫狋３

犾狋２ｃｏｓ２θ＋犾
２ｓｉｎ２（ ）

烅

烄

烆 θ

（１０）

２　动力学建模

动态特性是柔性机构设计的重要参数，提高其

固有频率可有效抑制外部干扰。为准确描述桥式机

构各构件位形，建模中将放大机构的输入位移狇、质

量块１、２在工作方向位移狓１和狓２作为系统的３个

广义坐标，如图５所示。

图５　桥式放大机构广义坐标

３５２　第２期 赖磊捷等：分布柔度桥式位移放大机构静动力学性能研究



为利用拉格朗日方程建立振动微分方程，须先

计算系统动能和势能。

２．１　系统动能

质量块犿１和犿２的动能和（犜１＋犜２）为

犜１＋犜２ ＝２×
１

２
犿１

狇
·

（ ）２
２

＋狓［ ］２１ ＋１２犿２狓
２
２

（１１）

图６为梁的变形。以梁２为例，假设梁１、２的

挠度曲线方程为其局部坐标系犗珚狓珔狔中横坐标的三

次方程为

狑１（狓）＝犃１狓
３
＋犅１狓

２
＋犆１狓＋犇１ （１２）

初始条件：

狑１（０）＝０　　

狑′１（０）＝０

狑１（犾）＝狓１ｃｏｓθ＋（狇ｓｉｎθ）／２　　

狑′１（犾）＝

烅

烄

烆 ０

（１３）

根据式（１３）求得扰度曲线的系数为

犃１ ＝－
２狓１ｃｏｓθ＋狇ｃｏｓθ

犾３

犅１ ＝
３

２
·２狓１ｃｏｓθ＋狇ｃｏｓθ

犾２

犆１ ＝犇１ ＝

烅

烄

烆 ０

（１４）

图６　柔性梁变形图

根据所得挠度方程对时间求导可得梁１、２上各

点的速度为狑
·

１（狓），且忽略梁轴向运动所产生的动

能，因此，对梁上各点动能进行积分后可得整根梁的

动能为

犜犅１ ＝２×∫
犾

０

１

２ρ
犫狋［狑

·
１（狓）］

２ｄ狓 （１５）

同理，由图６（ｂ）所示，求得梁３、４的挠度曲线

方程为

狑２（狓）＝犃２狓
３
＋犅２狓

２
＋犆２狓＋犇２ （１６）

梁３、４各点除扰度方向运动外，梁上各点同时

也沿着其轴线方向运动。已知犃１点和犅１点沿其局

部坐标系犗珚狓珔狔 的珚狓 方向的位移分别为狏２（０）＝

－［狓１ｓｉｎθ＋（狇ｃｏｓθ／２）］和狏２（犾）＝（－狓２ｓｉｎθ）／２，

假设梁变形后各点轴向位移呈线性分布可得

狏２（）狓 ＝狏２（）０ －
狏２（）０ －狏２（）犾

犾
狓

　　　　　　　　（０≤狓≤犾） （１７）

综合上述两种运动可得梁３、４的动能为

犜犅２ ＝２×∫
犾

０

１

２ρ
犫狋 狑

·２
２（狓）＋狏

·２
２（狓［ ］）ｄ狓 （１８）

因此，系统总动能为

犈Ｋ ＝犜１＋犜２＋犜犅１＋犜犅２ （１９）

２．２　系统势能

由图６（ａ）可知，梁１、２的轴向拉伸变化长度为

Δ犾１ ＝
狇ｃｏｓθ
２

－狓ｓｉｎθ （２０）

其截面力矩为

犕１（）狓 ＝犈犐狑″１＝犈犐 ６犃１狓＋２犅（ ）１ （２１）

同理，由图６（ｂ）可得到梁３、４的轴向拉伸变化

长度为Δ犾２和截面力矩犕２（狓），则系统的总势能为

犈Ｐ ＝
犈犫狋
犾

Δ犾
２
１＋Δ犾（ ）２２ ＋∫

犾

０

犕２１（）狓 ＋犕
２
２（）狓

犈犐
ｄ狓

（２２）

将式（１９）、（２２）代入拉格朗日方程可得

ｄ

ｄ狋

犈Ｋ

狌（ ）· －
犈Ｋ

狌
＋
犈Ｐ

狌
＝犳 （２３）

即可得到系统的振动微分方程为

犕狌̈＋犓狌＝犳 （２４）

式中：犕 和犓 分别为系统的等效质量和等效刚度；

狌＝［狇　狓１　狓２］
Ｔ 为系统的广义坐标阵列；犳为广

义力阵列，系统在自由振动时犳＝［０　０　０］
Ｔ。

根 据 振 动 理 论，求 解 系 统 特 征 方 程

｜λ犐－犕
－１犓｜＝０，得到特征值，其开平方即为系统

固有频率为

犳犻＝
１

２π
λ槡犻　　　　　（犻＝１，２，３） （２５）

式中犳犻的最小值即为系统工作方向上的固有频率。

３　有限元分析与验证

采用ＡｎｓｙｓＷｏｒｋｂｅｎｃｈ软件对桥式放大机构

分别进行静力学和模态仿真分析，以获得机构的放

大比、静刚度及固有频率等参数，并与解析计算结果

进行对比。静力学仿真如图７所示。为验证解析模

型的普适性，采用３组具有不同尺寸和材料的放大

机构模型（见表１）进行了仿真，解析模型与有限元

仿真的计算结果对比如表２所示。由表可见两者相

对偏差小于７％，表明了解析模型具有较高的计算

精度。

４５２ 压　电　与　声　光 ２０１８年　



图７　桥式放大机构有限元分析静力学模型

表１　３组不同尺寸和材料的放大机构

组数 犈／ＧＰａ泊松比 犾／ｍｍ 犫／ｍｍ 狋／ｍｍ θ／（°）

１ ７１ ０．３３ ５０ １０ ２ １５

２ ７１ ０．３３ ５５ １２ ２．５ １２

３ ２００ ０．３０ ４５ ８ １．８ １０

表２　有限元分析与解析模型计算结果对比

组 解析模型 有限元模型 偏差／％

１

犚ａｍｐ ３．６４ ３．６２ ０．５６

犓ｉｎ／（Ｎ·μｍ
－１） ０．６６ ０．６２ ６．４５

犳／Ｈｚ ３０９ ２９６．３ ４．２９

２

犚ａｍｐ ４．４９ ４．４２ １．５８

犓ｉｎ／（Ｎ獉μｍ
－１） １．７７ １．６６ ６．６３

犳／Ｈｚ ３４４．９ ３２３．９ ６．４８

３

犚ａｍｐ ５．３８ ５．３１ １．３２

犓ｉｎ／（Ｎ獉μｍ
－１） ３．２３ ３．１７ １．８９

犳／Ｈｚ ３１８．９ ３０１．８ ５．６７

４　实验验证

采用线切割制作出了２组具有不同材料和结构

参数的桥式放大机构样品，参数如表３所示。使用

电涡流位移传感器（分辨率０．１μｍ）测量其输出端

的位移，如图８所示。以样品１为例，在其输出端施

加一冲击载荷，使其进行自由振动，同时电涡流传感

器测量其输出端位移，得到时域信号如图９所示，对

该信号进行频谱分析，得到其固有频率为３０２．８Ｈｚ

（见图１０）。

表３　２组样品的尺寸和材料参数

组数 犈／ＧＰａ泊松比 犾／ｍｍ 犫／ｍｍ 狋／ｍｍ θ／（°）

１ ７１ ０．３３ ５０ １２ ２．１ ８

２ ２００ ０．３０ ４０ ８ １．９ １０

图８　桥式放大机构性能测试系统

图９　桥式放大机构自由振动位移信号

图１０　振动信号频谱分析结果

　　对２组样品的固有频率分别进行解析计算、有

限元仿真及实验测试，结果对比如表４所示。由表

可知，解析模型计算结果与实验测试结果相对误差

小于８％，说明所建立的动力学解析模型的准确性。

表４　解析模型、有限元分析与实验测试

计算结果对比

样品
固有频率／Ｈｚ

解析 有限元 实验
误差／％

１ ３２４．９ ３０６．４ ３０２．８ ７．２９

２ ４６１．９ ４４０．１ ４２８．２ ７．８７

５　结束语

本文建立了基于梁单元的分布柔度桥式位移放

大机构放大比、静刚度及其固有频率的解析模型。

首先，根据柔性梁单元在拉压和弯曲等组合变形的

刚度方程，推导出了该放大机构的放大比及其输入

输出刚度的解析表达式。然后，确定了能完整描述

桥式放大机构工作时位形的３个广义坐标，并使用

该３个广义坐标来表示各梁的变形曲线方程，通过

梁上各点变形对时间求导，得到梁上各点速度，从而

获得梁在机构振动过程中的动能表达，并在此基础

上利用拉格朗日方程建立了三自由度振动微分方

程，以得到工作方向上的固有频率。随后利用有限

元仿真分析对放大机构的静力学和动力学性能进行

计算，并与解析模型计算结果进行比较，其最大误差

小于８％。最后对放大机构的动力学性能进行实验
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验证，实验结果表明，解析模型、有限元模型及实验

系统所得固有频率值基本一致，计算相对误差小于

７％，说明了所建立的静动力解析模型具有较高的计

算精度，为进一步优化其结构参数奠定了良好的

基础。
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