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　　摘　要：利用有限元法计算了一种多带隙声子晶体的特征频率，传递损失和位移矢量，理论推导了反共振产生

条件。研究结果表明，这种声子晶体在低频范围内具有多条平直带隙，带隙的耦合影响因素少，具有比一般局域共

振声子晶体和Ｂｒａｇｇ散射声子晶体更宽的带隙。此外，利用原点反共振模型分析计算了这种多带隙声子晶体的材

料和结构参数对带隙的影响。研究表明，在低于２５００Ｈｚ时，多带隙声子晶体的带隙占９０％以上，为低频多带隙

声子晶体的研究作了探索。
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０　引言

声子晶体由于具有负质量密度、负折射等特性

而备受关注。特别是声子晶体的带隙能抑制弹性波

的传播［１１１］，而带隙的存在使声子晶体在许多方面

具有潜在的应用价值，如声滤波器、声波导等。板结

构由于存在复杂的振动耦合效应，其低频隔振问题

一直是研究热点。Ｗｕ等
［１２］设计了一种新型多带

隙声子晶体，该声子晶体在低频范围能得到宽频带

隙。Ｏｕｄｉｃｈ等
［１３］研究了局域共振声子晶体波导，

利用有限元法分析了带隙和波导特性。赵等［１４］理

论研究了均匀板上周期排列圆柱体的声子晶体结

构，计算了色散关系，特征模式的位移矢量和能量传

输谱，同时研究了双边声子晶体板的带隙演变。

ＡｓｓｏｕａｒＭＢ等
［１５］提出了由周期性塑料和洞组成的

声子晶体，声波在低频范围内被结构散射而形成了低

频带隙。

目前多带隙声子晶体研究较少，一般声子晶体

只具有一种带隙。本文提出了一种多带隙声子晶体

板结构，这种结构实现了局域共振和Ｂｒａｇｇ散射机

制共存，色散曲线内具有多条平直带隙。研究表明，

与单一局域共振声子晶体和Ｂｒａｇｇ散射声子晶体相

比，多带隙声子晶体具有更宽的带隙。频率小于

２５００Ｈｚ时，带隙占９０％以上。

１　带隙和原点反共振条件计算

图１为结构单胞模型。长方体振子周期排列在

塑料基体中组成多带隙声子晶体结构，柱体外包裹



着一层硅橡胶，ρｅ，ρｐ，ρｓ分别为塑料振子、铅振子密

度和橡胶包覆层密度，犎 为铅振子高度，犺为塑料振

子高度。为验证带隙的频率，计算了结构的传输损

失，以此与带隙相互验证。

图１　结构模型和周期结构

为理论研究双原点反共振的带隙，利用有限元

软件 ＣｏｍｓｏｌＭｕｔｉｐｈｙｓｉｃｓ４．３ａ求解结构的控制

方程：
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式中：ρ为密度；λ，μ为拉曼常数；狉，φ，狕为坐标分

量；狌，υ，ω分别为狉，φ，狕３个方向的位移。

结合Ｂｌｏｃｈ定理，周期边界条件下，狌（狉＋犪，狕）＝

狌（狉，狕）ｅｉ
·犽
ｒ
·犪。结构在狕方向为自由边界，波矢量犽ｒ

取遍简约布里渊区的边界，计算可得结构的色散曲

线。我们利用８个周期排列的单胞组成１个有限周

期结构，计算了结构的传递损失曲线，在左边引入激

励源，波沿着狓方向传播，右边为响应输出。同时，

在结构两边加入完美匹配层来确保结果的准确性。

对任意狀自由度无阻尼振动系统，频响函数为

犖 ＝
犪犱犼（犓－狑

２犕）

ｄｅｔ犓－狑
２犕

＝
Δ犼犻

Δ（狑
２）

（４）

式中：犓和犕 分别为系统的刚度矩阵和质量矩阵；

Δ犼犻 为动力矩阵犇 的伴随矩阵；Δ（狑
２）为动力矩阵

的行列式。

若系统坐标点犼施加激振力犉ｅ
ｊ狑狋 ，则坐标点犻

的响应位移为

狓犻＝犖犻犼犉犼 ＝
Δ犼犻

Δ（狑
２）
犉犼 （５）

当狓犻 点处满足Δ犼犻（狑
２）＝０时，系统出现反

共振。

弹性波沿周期方向传播，在传播方向上与结构

发生相互作用。对于本文的二维周期结构，由于结

构在狓、狔方向上对称，弹性波在狓、狔方向具有相同

的传播特性，因此，结构等效模型可简化为二自由度

的一维弹簧质量系统，结构狓可简化为狀个串联的

质量弹簧系统，对有狀个弹簧—质量串联的一维结

构，分析激振点犿犼出现反共振的条件。系统的动力

矩阵犇为

　　犇＝

犽１＋犽２－狑
２犿１ －犽２

－犽２ 犽２＋犽３－狑
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　　当犿犼点出现反共振，则犞犼犼 ＝０，且

犞犼犼 ＝
犞犼－１ ０

０ 犞犼＋１
＝犞犼－１犞犼＋１ ＝０ （７）

由式（７）可知，当犞犼－１ ＝０或犞犼＋１ ＝０，即只要

犿犼点处的频率达到相邻２个子结构固有频率之一

时出现原点反共振现象。双原点反共振结构由于振

子之间没有连接，因此可看作串联的弹簧质量结构，

满足原点反共振条件。

２　数值结果和讨论

在图１中，犎＝２０ｍｍ，塑料柱和橡胶层厚度

犺＝１ｍｍ，晶格常数犱＝２０ｍｍ，等边直角三角形边

长犫＝９ｍｍ，立方柱体边长犮＝７ｍｍ。切除部分的

空心部分为边长犪＝５ｍｍ的等边三角形。铅的弹

性模量犈ｐ＝４．０８ＧＰａ，ρｐ＝１１６００ｋｇ／ｍ
３，泊松比

δｐ＝０．３６。硅橡胶的弹性模量犈ｓ＝１．１７５×１０
５Ｐａ，

密度ρｓ＝１３００ｋｇ／ｍ
３，泊松比δｓ＝０．４７。塑料的

弹性模量犈ｅ＝０．２２ＧＰａ，密度ρｅ＝１１９０ｋｇ／ｍ
３，泊

松比δｅ＝０．３７。我们利用有限元软件Ｃｏｍｓｏｌ计算

分析模型的特征频率和位移矢量，传递函数定

义为

犔＝１０ｌｏｇ（狆０／狆ｉ） （８）
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式中狆０ 和狆ｉ分别为输出、输入加速度。

图２（ａ）为计算得到的前５０阶特性频率的色散

曲线和对应的传递损失曲线。由图可看出，多带隙

声子晶体在低频和高频范围均具有很宽的带隙，最

低频率为５２Ｈｚ。图２（ａ）右侧为其对应的８个周期

结构的传递损失曲线，由图２（ａ）可看出，损失较大

的频率部分与带隙频率基本一致，验证了带隙的频

率。为了探究带隙的物理机制，我们计算了布里渊

区高对称点的位移矢量图。图３为带隙图中对应点

的位移矢量图。由图３可看出，前１２阶特征频率的

带隙为局域共振的特征频率，１２阶特征频率以后的

图２　特征频率曲线与传递损失曲线

图３　犃～犎 点的位移矢量图

带隙为Ｂｒａｇｇ散射带隙。

在Ｂｒａｇｇ散射带隙边界频率处选择了犃、犅点

位移矢量。根据图３可看出，弹性波在２个振子间

被来回反射，Ｂｒａｇｇ散射带隙的形成正是由于弹性

波之间的反相位叠加。由于橡胶在狓、狔方向无物

理连接，所以，横波与纵波不能互相转化，对应的特

征频率曲线为一条穿过各个方向的平直线。对于局

域共振带隙，在第２节中已理论计算了双反共振的

产生条 件。带 隙 具 有 低 宽 频 特 点，能 达 ５２～

９１０Ｈｚ。根据狓狔模式位移矢量图，狓狔模式犈 点处

带隙的起始频率是由质量大的铅振子的原点反共振

引起，铅振子在某方向上平移共振，但塑料块基本保

持不动。犇 点处的带隙截止频率是由质量小的塑

料原点反共振引起，塑料振子在平面内平移共振而

铅振子保持不动。犆处为塑料块在平面内的旋转局

域共振，弹性波被局域化在单胞内而不能与结构发

生作用。对狕模式的弯曲波带隙来说，其带隙频率

为３１～５４２Ｈｚ，犎 点处大质量铅柱作上、下往复运

动。犌、犉点分别是小质量的塑料柱的扭转局域共

振和上下往复运动的局域共振，弹性波被局域化在

单胞内而不能传播。

图４为原始共振结构的等效模型。图中，犕 和

犿 是相邻振子的质量（犕＞犿），犓′为弹簧的刚度。

振动系统可等效为具有不同质量的２个单自由度系

统。结果表明，当入射弹性波的频率与相邻子系统

的固有频率相等时，该系统具有产生反共振的效果。

一个振子在振动，相邻子系统的另一个振子保持静

止。相邻子系统的起始频率犉＝
１

２π

犓

槡犕 和截止频

率犳＝
１

２π

犓

槡犿 。在局部共振带隙中，带隙的起始频

率犉′＝
１

２π

犓

槡犕 ，带隙的截止频率犳′＝
１

２π

犓

槡犿 。由
此可看出，带隙的边界频率只受相应振动系统固有

频率的影响。带隙随参数变化的规律符合原反共振

的带隙变化规律。

图４　原点反共振模型

保持结构参数不变，分别改变振子柱体的密度

ρａ、方形轻质塑料框的密度ρｂ。对应的第一带隙变
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化曲线分别如图５（ａ）、（ｂ）所示。由图５（ａ）可看出，

随着ρａ 的增大，带隙的起始频率逐渐减小，截止频

率基本不变。由图５（ｂ）可看出，随着ρｂ 的增大，带

隙的截止频率逐渐减小，起始频率基本不变，说明带

隙的边界频率只与对应系统的固有频率相关，这也

验证了结构存在２个不同系统的原点反共振效应。

因此，要增大带隙频率，必须减小轻质量振子密度，

增大大质量振子密度。

图５　带隙边界频率随参数变化曲线

保持材料参数不变，分别改变犎 和柱体边长犮，

对应的第一带隙频率变化曲线分别如图５（ｃ）、（ｄ）

所示。由图可看出，随着 犎 的增大，局域共振带隙

的起始频率降低，截止频率基本保持不变，而Ｂｒａｇｇ

散射带隙基本不受影响。随着犮的增大，局域共振

带隙起始频率微小增加，截止频率逐渐增加。

Ｂｒａｇｇ散射带隙的频率变化趋势基本与局域共振带

隙变化趋势相同。

３　结束语

本文研究了一种多带隙声子晶体结构，结合有

限元法分别计算了结构的带隙、传递损失和位移矢

量。这种结构中同时存在局域共振带隙和Ｂｒａｇｇ散

射带隙。利用理论推导了原点反共振产生条件，结

合原点反共振模型对双原点反共振的产生条件和影

响局域共振带隙的材料参数做了研究。研究发现，

这种多带隙声子晶体的局域共振带隙是由不同振子

的局域共振引起，带隙具有低频和宽频特性，带隙影

响因素少而利于调控。增大大质量振子质量，减小

小质量振子质量会增大带隙宽度。同时结构具有多

条平直带隙，Ｂｒａｇｇ带隙的存在使得声子晶体结构

具有比一般单一的局域共振结构或Ｂｒａｇｇ散射结构

更宽的带隙。
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