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压电曲梁俘能器的机电耦合方程及其研究
丁维高，谢　进

（西南交通大学 机械工程学院，四川 成都６１００３１）

　　摘　要：使用哈密顿原理，建立了纯弯曲压电曲梁俘能器的机电耦合偏微分方程，对悬臂边界条件下的压电曲

梁俘能器进行了模态分析，得到了俘能器在基础两向振动激励下的模态坐标方程；求解了俘能器在激励下电压与

模态响应的稳定解。数值计算实例分析了激励频率、负载电阻对俘能器的电压及功率响应的影响。结果表明，曲

梁俘能器与直梁俘能器的电压、功率响应规律具有相似之处，负载电阻不仅对曲梁俘能器的输出功率、输出电压有

影响，也会影响其共振频率。
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０　引言

压电俘能器因其能量密度高而被广泛应用于振

动能量收集［１］。作为俘能器研究的基础，各种类型

俘能器的建模分析已受到广泛关注和研究［２４］。

曲梁式压电俘能器是一种新型的压电俘能器，

可用于多方向振动能量收集［５］，并具有能适应微小

空间的优点［６］。但是，目前关于曲梁式压电俘能器

的理论研究有限，如文献［５］提出了一种压电曲梁式

俘能器，建立了其压电俘能方程，并使用有限元法得

到了其输出电压的数值解。文献［６］提出了一种

ｒａｉｎｂｏｗ型的曲梁压电俘能器结构，使用有限元法

分析了其电压输出，但其都未考虑负载电阻对输出

电压的影响。文献［７］建立了ｒａｉｎｂｏｗ型压电曲梁

俘能器结构的理论模型，但未考虑曲梁的切向位移，

其模型是四阶偏微分方程。

事实上，当曲梁的圆心角较大时，曲梁的切向位

移不可忽略，此时，曲梁的振动偏微分方程应为六阶

偏微分方程［８］。负载电阻对俘能器输出电压、输出

功率、共振频率均有较大影响［９］。总体来说，目前没

有同时考虑负载电阻与曲梁切向位移的曲梁俘能器

的动力学模型。

本文利用哈密顿原理，建立考虑负载电阻的压



电曲梁俘能器的机电耦合偏微分方程，并对无阻尼

条件下的悬臂压电曲梁进行模态分析，对在水平与

竖直方向简谐振动激励的作用下工作的机电耦合方

程进行求解。

１　压电曲梁俘能器的机电耦合方程建立

图１为压电悬臂曲梁的结构。图中，犚０ 为中心

线的半径，θ０ 为整段曲梁的圆心角，犚为负载电阻，

犞 为电阻远地端的电压，犺ｓ 为金属基础的厚度，犺ｐ

为单片压电片的厚度，狓（狋）与狔（狋）分别为基座水平

和竖直方向的位移，狌（θ，狋）与狏（θ，狋）分别为曲梁中

心线上任意一点犘 的径向位移和切向位移。曲梁

是圆心角为θ０ 的一段圆弧梁，其横截面分为３层，

外层与内层是压电层，均为径向极化，但极化方向相

反；曲梁的中间层是金属基础。曲梁的内、外压电层

相互串联，并与负载电阻组成电路。曲梁的一端自

由，另一端与基础固接。

图１　悬臂曲梁式俘能器的结构示意图

在动力分析建模中，假设曲梁仅发生曲梁平面

内的纯弯曲变形，忽略曲梁沿着圆周的伸长，同时忽

略金属涂层与不同层之间粘胶的厚度。

本文中，将Θ′与Θ
·
分别表示任意变量Θ对θ与

狋的导数。根据文献［１０］，在纯弯曲条件下，中线上

一点的伸长应该满足：

－
狌
犚０
＋
１

犚０
狏′＝０ （１）

距离中线狕处的应变
［１０］为

ε＝
－狕

犚２０
（狏＋狏′） （２）

曲梁的动能为

犜＝
１

２
犿∫

θ０

０

（狏
·

′２＋狏
·
２）ｄθ （３）

式中：狏′为狏对θ的一阶偏导数；狏为狏对θ的三阶

偏导数；犿＝犚０犫（ρｓ犺ｓ＋２ρｐ犺ｐ），ρｓ为金属基础的密

度，ρｐ为压电层的密度，犫为曲梁宽度。

设曲梁金属层的弹性模量为犈ｍ，径向极惯性矩

为犐，则曲梁金属层的弹性势能为

犝 ＝
犈ｍ犐

２犚３０∫
θ０

０

（狏＋狏′）
２ｄθ （４）

假设压电层的内部电场为匀强电场，则压电片

内的电场强度［１１］为

犈ｐ＝
－犞
２犺ｐ

（５）

简记两阶跃函数的差为

犎犫犪 ＝犎（狓－犪）－犎（狓－犫） （６）

将狄拉克函数第犻阶导数记为犻
δ，记

犻
δ
犫
犪 ＝

犻
δ（狓－犪）－

犻
δ（狓－犫） （７）

在整个压电层区域Ω上余能的计算式
［１１］为

犠 
ｅ ＝∫Ω

１

２
犈Ｔε犈＋犛

Ｔ犲犈－
１

２
犛Ｔ（ ）犮犛 ｄΩ （８）

式中：犈为电场强度向量；犛为应变向量；ε为介电常

数矩阵；犲为压电常数矩阵；犮为弹性常数矩阵。则

曲梁的总余能可表示为

犠ｅ＝犠

ｅ －犝 （９）

将式（２）、（５）代入式（８），再将所得结果与式（４）

代入式（９），化简后可得

犠ｅ＝－犢犐∫
θ０

０

（狏＋狏′）
２ｄθ＋

ε３３犫犚０θ０
４

犞２ｄθ＋

狊∫
θ０

０

（狏＋狏′）犞犎θ０
０ｄθ （１０）

其中

犢犐＝
犫犮１１

２

３
犺３ｐ＋犺

２
ｐ犺ｓ＋

１

２
犺ｐ犺（ ）２ｓ ＋犈ｍ犐

２犚３０
（１１）

ｓ＝
犫犲３１（犺ｐ＋犺ｓ）

２犚０
（１２）

式中犮１１、犲３１与ε３３分别为弹性常数、压电常数和介电

常数。

设曲梁内部平均阻尼系数为犮ｓ，则阻尼力的虚

功可表示为

犙ｓ＝－∫Ω
犮ｓ
狕２

犚４０
（狏
·

＋狏
·

′）δ（狏
·

＋狏
·

′）ｄΩ （１３）

电阻作为非保守元件的虚功为

犙Ｒ ＝－
１

犚
犞δ犞 （１４）

忽略空气阻力，将式（３）、（１０）、（１３）和（１４）代入

哈密顿原理的计算式为

∫
狋

０
δ（犜＋犠ｅ）ｄ狋＋∫

狋

０

（犙ｓ＋犙Ｒ）ｄ狋＝０ （１５）

在分部积分后，按照δ犞 与δ狏合并同类项，可
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得到压电曲梁的机电耦合偏微分方程：

２犢犐

６狏

θ
６＋２


４狏

θ
４＋

２狏

θ（ ）２ ＋犮ｓ犐ｓ 
７狏

θ
６
狋（ ＋

　　　　２

５狏

θ
４
狋
＋

３狏

θ
２
）狋 ＝犿


２狏

θ
２－


４狏

θ
２
狋（ ）２ ＋

　　　　ｓ犞（
０
δ０
θ０＋

２
δ０
θ０） （１６）

ｓ∫
θ０

０


４狏

θ
３
狋
＋

２狏

θ（ ）狋 ＋ε３３
犫犚０θ０
２犺ｐ

犞
·

＋
１

犚
犞 ＝０

（１７）

式中犐ｓ为曲梁整个截面的极惯性矩。

设曲梁的切向绝对位移为

狏（θ，狋）＝狏ｂ（θ，狋）＋狏ｒｅｌ（θ，狋） （１８）

式中：狏ｒｅｌ（θ，狋）为相对于基础的切向位移；狏ｂ（θ，狋）为

基础位移的切向。对于图１所示的悬臂曲梁有

狏犫（θ，狋）＝－ （）狓狋ｓｉｎθ＋狔（）狋ｃｏｓθ （１９）

将式（１８）代入式（１６）、（１７）可得到在基础激励

下的曲梁振动方程：

２犢犐

６狏ｒｅｌ

θ
６ ＋２


４狏ｒｅｌ

θ
４ ＋


２狏ｒｅｌ

θ（ ）２ ＋犿
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θ
２
狋
２（ －

　　　

２狏ｒｅｌ

θ ）２ ＋犮ｓ犐ｓ

７狏ｒｅｌ

θ
６
狋
＋２

５狏ｒｅｌ

θ
４
狋
＋

３狏ｒｅｌ

θ
２
（ ）狋 ＝

　　　犿

２狏ｂ

θ
２ －


４狏ｂ

θ
２
狋（ ）２ ＋ｓ犞（０δ０θ０＋２δ０θ０） （２０）

ｓ∫
θ０

０


４狏ｒｅｌ

θ
３
狋
＋

２狏ｒｅｌ

θ（ ）狋 ＋
ε３３犫犚０θ０
２犺ｐ

犞
·

＋
１

犚
犞 ＝０

（２１）

２　无阻尼压电曲梁的模态分析

当不计阻尼与电学项时，曲梁的振动方程为

２犢犐

６狏

θ
６＋２


４狏

θ
４＋

２狏

θ（ ）２ ＝犿 
２狏

θ
２－


４狏

θ
２
狋（ ）２
（２２）

设狏（θ，狋）＝φ（θ）η（狋），式（２２）可化为２个相互

独立的方程：

２α
２犢犐η＋犿


２

η
狋
２ ＝０ （２３）


６

φ
θ
６＋２


４

φ
θ
４ ＋（１－α

２）
２

φ
θ
２＋α

２

φ＝０ （２４）

式中α为实常数。式（２３）的解为

η（狋）＝犃ｃｏｓ（α
２犢犐

槡犕狋）＋犅ｓｉｎ（α
２犢犐

槡犿狋）
（２５）

式中犃与犅 为待定常数。

当α在不同范围内取值时，得到式（２４）的模态

函数通解φ的表达式为

当α＜０．３３６７４５时，有

φ＝犆１ｓｉｎ（ －狓槡 １θ）＋犆２ｃｏｓ（ －狓槡 １θ）＋

犆３ｓｉｎ（ －狓槡 ２θ）＋犆４ｃｏｓ（ －狓槡 ２θ）＋

犆５ｃｏｓ（ －狓槡 ３θ）＋犆６ｓｉｎ（ －狓槡 ３θ） （２６）

当０．３３６７４５＜α＜４．１９９６５１时，有

φ＝犆１ｓｉｎ（ －狓槡 １θ）＋犆２ｃｏｓ（ －狓槡 １θ）＋

犆３ｅ
－犮狅２θｃｏｓ（狊犻２θ）＋犆４ｅ

犮狅
２θｓｉｎ（狊犻２θ）＋

犆５ｅ
－犮狅３θｓｉｎ（狊犻３θ）＋犆６ｅ

犮狅
３θｃｏｓ（狊犻３θ） （２７）

其中

犮狅２ ＝ｃｏｓ［
１

２
ａｒｇ（狓２）］ 狓槡 ２ （２８）

狊犻２ ＝ｓｉｎ［
１

２
ａｒｇ（狓２）］ 狓槡 ２ （２９）

犮狅３ ＝ｃｏｓ［
１

２
ａｒｇ（狓３）］ 狓槡 ３ （３０）

狊犻３ ＝ｓｉｎ［
１

２
ａｒｇ（狓３）］ 狓槡 ３ （３１）

当α＞４．１９９６５１时，有

φ＝犆１ｓｉｎ（ －狓槡 １θ）＋犆２ｃｏｓ（ －狓槡 １θ）＋

犆３ｅ
－ 狓槡２θ＋犆４ｅ

狓槡２θ＋犆５ｅ
－ 狓槡３θ＋犆６ｅ

狓槡３θ

（３２）

式中：犆１～犆６ 为待定常数；狓１、狓２、狓３ 分别为方程

狓３＋２狓２＋狓（１－α
２）＋α

２＝０的３个根，且

狓１ ＝２
１／３ α

２

α
１／３
ｄ

＋
２２
／３
－４

６
（３３）

狓２ ＝－
２

３
＋
１－ 槡（ ）ｉ３ －１－３α（ ）２

３×２
２／３
α
１／３
ｄ

－

１＋ 槡（ ）ｉ３α
１／３
ｄ

３×２
４／３

（３４）

狓３ ＝
α
１／３
ｄ

３×２
１／３－

２１
／３
－１－３α（ ）２

３α
１／３
ｄ

－
２

３
（３５）

其中

αｄ＝２－４５α
２
＋ 槡３３ －８α

２
＋７１α

４
－４α槡

６ （３６）

对于图１所示一端固定、一端自由、圆心角为θ０

的曲梁，其边界条件为

φ θ＝０ ＝０ （３７）

φ
θ θ＝０

＝０ （３８）


２

φ
θ
２

θ＝０
＝０ （３９）


３

φ
θ
３

θ＝θ０

＝０ （４０）
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４

φ
θ
４

θ＝θ０

＝０ （４１）


５

φ
θ
５

θ＝θ０

＝０ （４２）

将边界代入式（３３）～（３５）可得３组方程，每一

组方程包含６个线性常系数方程，用矩阵表示为

犱１１ … 犱１６

  

犱６１ … 犱

熿

燀

燄

燅６６

犆１



犆

熿

燀

燄

燅６

＝０ （４３）

式中犱犻犼为第犻个方程中犆犼的系数。

首先可得式（４３）的平凡解：犆１＝犆２＝犆３＝犆４＝

犆５＝犆６＝０。其次，当通解的系数不全为０时，系数

矩阵的行列式为０，则特征方程为

ｄｅｔ（犇）＝

犱１１ … 犱１６

  

犱６１ … 犱６６

＝０ （４４）

式（４４）是一个复杂的超越方程。

解式（４４）可得无穷个α。将式（４４）的第狉个解

记为α狉，使用数值方法可得到不同区间内的α狉，进

而得到第狉阶模态的无阻尼固有频率为

ω狉 ＝
α狉 ２槡犢犐

槡犿
（４５）

将犆６ 定义为模态幅值常数。在满足式（４４）的

条件下振型函数各系数可表示为犆１＝犇１犆６、犆２＝

犇２犆６、犆３＝犇３犆６、犆４＝犇４犆６、犆５＝犇５犆６，犇１～犇５ 的

表达式可通过求解每组方程中的前５个方程得到。

３　模态坐标下的机电耦合方程与其稳定解

基于第２节的分析，双晶片压电悬臂曲梁相对

于基础振动的响应可以写成级数形式：

狏ｒｅｌ（θ，狋）＝∑
∞

狉＝１
φ狉（θ）η狉（狋） （４６）

式中：φ狉（θ）为第狉阶模态的质量归一化本征函数；

η狉（狋）为模态坐标。φ狉（θ）中的模态幅值常数犆６ 可使

用归一化条件求出：

∫
θ

０
φ狊

６

φ狉

θ
６ ＋２∫

θ

０
φ狊

４

φ狉

θ
４ ＋∫

θ

０
φ狊

２

φ狉

θ
２ ＝α

２
狉δ狉狊

（４７）

∫
θ

０

φ狊

θ

φ狉

θ
＋∫

θ

０
φ狉φ狊 ＝δ狉狊 （４８）

式（４７）、（４８）是通过将第狉阶模态函数φ狉 代入

式（２２），并在等式两端乘以第狊阶模态函数φ狊 分部

积分后得到，其中δ狉狊是Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ符号。

将式（４６）代入式（２０）中，并使用归一化条件，可

得模态坐标下的耦合曲梁方程为

犿η狉
¨
＋犮狊犐狊α

２
狉η狉
·

＋２α
２
狉犢犐η狉－狊χ狉犞 ＝犳狉 （４９）

式（４９）中的与机电耦合项χ狉为

χ狉 ＝φ狉
（θ）θ＝θ０＋φ狉″（θ）θ＝θ０

（５０）

模态力函数犳狉为

犳狉 ＝犿［狓（狋）＋狓″（狋）］∫
θ０

０
ｓｉｎ（θ）φ狉（θ）ｄθ－

犿［狔（狋）＋狔″（狋）］∫
θ０

０
ｃｏｓ（θ）φ狉（θ）ｄθ （５１）

同样，将式（４６）代入式（２１）中，使用正交条件，

可得模态坐标下的耦合电路方程为

狊∑
∞

狉＝１
χ狉η狉

·

＋
ε３３犫犚０θ０
２犺ｐ

犞
·

＋
犞
犚
＝０ （５２）

在俘能器的工作过程中，假设水平方向与竖直

方向的激励都是简谐激励，分别为狓（狋）＝犡０ｅｊ
ω狋和

狔（狋）＝犢０ｅｊ
ω狋。其中犡０ 与犢０ 分别为水平与数值方

向的激励幅值，ω为激励频率。假设电压的响应为

犞（狋）＝犞０ｅｊ
ω狋，模态坐标的响应为η狉（狋）＝犎狉ｅ

ｊω狋，其

中犞０ 与犎狉为复数，ｊ为单位虚数。由式（４９）、（５２）

可得

（－犿ω
２
＋ｊω犮狊犐狊α

２
狉＋２α

２
狉犢犐）犎狉＋χ狉犞０ ＝犉狉

（５３）

ｊω∑
∞

狉＝１

狊χ狉犎狉＋
ε３３犫犚０θ０
２犺狆

ｊω＋
１（ ）犚 犞０ ＝０ （５４）

式中犉狉为模态激励力的幅值。由式（５１）可得

犉狉 ＝犿［犡０－ω
２犡０］∫

θ０

０
ｓｉｎ（θ）φ狉（θ）ｄθ－

犿［犢０－ω
２犢０］∫

θ０

０
ｃｏｓ（θ）φ狉（θ）ｄθ （５５）

由式（５４）可得犎狉，将其代入方程（５３）可得犞０，

进而可得电压响应犞（狋）为

犞（狋）＝犞０ｅｊ
ω狋
＝

ｊω∑
∞

狉＝１

狊χ狉
犉狉

ω


ｊω∑
∞

狉＝１

狊χ
２
狉

ω
 －
ε３３犫犚０θ０
２犺ｐ

ｊω－
１

犚

ｅｊω狋

（５６）

其中

ω

＝－犿ω

２
＋ｊω犮ｓ犐ｓα

２
狉＋２α

２
狉犢犐 （５７）

４　压电曲梁俘能器的俘能效果分析

利用第３节模态坐标下的机电耦合方程及其求

解的分析结果，可以对俘能器的电压响应、功率响应

与激励频率、负载电阻之间的关系进行比较全面的
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讨论。

假定悬臂曲梁的金属基础层为黄铜，压电陶瓷

层为ＰＺＴ５Ａ。曲梁俘能器的具体几何参数与材料

特性如表１所示。俘能器的阻尼系数犮ｓ 可以通过

对数衰减法［１２］、奈奎斯特图［１３］或其他可行的方法

来识别。本文将俘能器的犮ｓ取为１。

表１　俘能器的材料与结构参数

　　　材　料 ＰＺＴ５Ａ 黄铜

弹性模量（犮１１，犈ｍ）／ＧＰａ ６０．６ １０５．０

密度（ρｐ，ρｓ）／（ｋｇ·ｍ
－３） ７５００ ９０００

压电常数犲３１／（Ｃ·ｍ
－２） －１６．６ －

介电常数ε３３／（ｎＦ·ｍ
－１） ２５．５５ －

半径犚０／ｍ　 　 　 ０．０５ ０．０５

整体角度θ０／（πｒａｄ） １．５ １．５

宽度犫／ｍ　　 　 　 ０．０２ ０．０２

厚度（犺ｐ，犺ｓ）／ｍｍ　 ０．２６５ ０．１４０

　　在表１给定的参数下，俘能器的前两阶固有频

率犳１＝２０６．９Ｈｚ、犳２＝５００．６Ｈｚ。因此，本文选取

的频率分析范围为１００～８００Ｈｚ；狓、狔方向的激励

幅值为１ｍｍ；电阻的取值范围为１００Ω～１０ＭΩ。

图２为电压响应幅值随激励频率变化的规律。

由图可看出，电压响应幅值随着电阻的增大而增大。

这一现象可以解释为：随着电阻的增大，俘能器与激

励发生共振的频率也增大。共振频率从负载电阻趋

近于０的短路共振频率增大到负载电阻趋近于无穷

大时的开路共振频率。此规律与直梁俘能器相

似［９］，这说明了本文所得曲梁俘能器动力学模型与

求解结果的合理性。

图２　俘能器电压响应幅值随频率的变化曲线

由式（４）可得输出功率的响应幅值为

犘＝
犞２０
犚
＝
１

犚

ｊω∑
∞

狉＝１

狊χ狉
犉狉

ω


ｊω∑
∞

狉＝１

狊χ
２
狉

ω
 －
ε３３犫犚０θ０
２犺ｐ

ｊω－
１

烄

烆

烌

烎犚

２

（５８）

图３为俘能器功率响应随激励频率的变化曲

线。由图可看出，当负载电阻阻值为定值时，输出功

率仍在共振时达到最大，但输出功率并不随着负载

电阻的增大而增大。

图３　俘能器功率响应幅值随频率的变化曲线

图４为激励频率保持不变，只改变电阻阻值时

电压响应幅值的变化。由图可看出，无论基础激励

的频率取何值，当电阻阻值超过１０ＭΩ，电压响应

均趋于一条水平线，即俘能器趋于开路状态；当电阻

阻值趋近于０时，电压响应也趋近于０，即俘能器趋

于短路状态。

图４　俘能器电压响应幅值随电阻阻值的变化曲线

图５为在一定的激励频率下输出功率与负载电

阻阻值之间的关系。由图可看出，当激励频率不变

时，随着负载电阻的增加，俘能器的功率呈现先增大

后减小的趋势。这说明在一定的激励频率下，悬臂

曲梁俘能器存在一个使俘能器输出功率达到最大值

的最优电阻值。

图５　俘能器功率响应幅值随电阻阻值的变化曲线

分析可知，曲梁俘能器的电压、功率响应与悬臂

直梁俘能器有一定相似之处，说明本文所得到的结

论符合同类器械的基本规律。

综上所述可知，负载电阻对悬臂曲梁俘能器的

电压与功率响应都具有较大影响。因此可以根据激
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励频率选择合适的负载电阻，从而使输出功率达到

最大化。

５　结束语

本文建立了压电曲梁俘能器的机电耦合偏微分

方程，分析了一端固定、一端自由、圆心角为任意值

的压电曲梁的模态，得到了系统固有频率表达式。

利用模态函数将压电曲梁俘能器的机电耦合偏

微分方程转化为模态坐标下的常微分方程，求解了

在基础简谐振动下，压电曲梁俘能器的电压响应与

位移响应的稳态解。

计算实例说明，利用本文提出的方法可对俘能

器的电路参数与俘能器的性能之间的关系进行

分析。

本文需要进一步深入研究的工作包括利用实验

的方法验证本文提出方法的适用性，考虑非线性因

素的影响等。
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