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含耦合弱界面的压电／压磁声子晶体带隙研究
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　　摘　要：将力电磁耦合的弱界面引入到压电／压磁声子晶体中，利用传递矩阵法和Ｂｌｏｃｈ定理，研究了界面损

伤和损伤耦合对第一带隙特性的影响。结果表明，第一带隙起始频率、终止频率随弱界面内的力学损伤增大而下

降，独立发生的磁、电损伤不会影响第一带隙特性；当磁、电损伤与力学损伤耦合时，第一带隙起始频率、终止频率

随耦合系数增大而下降，磁电损伤耦合系数不会对第一带隙产生影响。
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０　引言

用压电和压磁材料制作的周期层状复合结构具

有带隙特性，在带隙所包含频率范围内的振动会被

削弱或禁止传播，这种带隙特性为声波隔声、弹性波

隔振及声功能器件设计提供了全新的思路，在智能

材料系统与结构、传感与控制技术及微机电系统等

高新技术领域有广泛的应用前景［１］。

在压电／压磁层状周期复合结构器件中相邻的

压电层和压磁层间难免会发生成分的相互渗透与扩

散，最终形成由压电成分和压磁成分混合组成的界

面层。在使用过程中，界面层除产生机械损伤外，还

会存在电、磁损伤，导致产生功能弱化，我们把这样

的界面层称为弱界面［２］。在研究弱界面对压电／压

磁声子晶体的影响［３５］时，通常建立力电磁损伤解耦

的线弹簧模型。Ｐａｎｇ等
［４］研究了压电／压磁复合结

构中非理想界面处平面波的反射和折射。Ｈｕａｎｇ

等［５］讨论了弱界面对磁电弹双材料中界面波传播特

性的影响。事实上，力电磁耦合是多铁性复合材料

最显著的特征，这就决定了实际情况下界面力电磁

损伤是相互耦合的［６７］。

本文通过引用耦合弱界面的广义弹性模型，用

传递矩阵法和Ｂｌｏｃｈ定理得到了含耦合弱界面的压



电／压磁声子晶体中ＳＨ波的色散关系，对色散方程

进行数值求解，得到带隙特性与损伤系数和损伤耦

合系数的关系图，最后讨论分析含耦合弱界面的压

电／压磁声子晶体带隙特性。

１　理论分析

图１为压电／压磁层状周期复合结构。压电层

和压磁层通过粘连构成一个单胞，连接状态为弱界

面。压电层和压磁层厚分别为犱１ 和犱２，一个单胞

厚犱１＋犱２。周期复合结构沿狓３ 轴极化，在狓１－狓２

坐标平面各向同性。

图１　声子晶体示意图

线性磁电弹材料的耦合本构方程可表示为
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式中：σ、狊、犇、犈、犅和犎 分别为应力张量、应变张量、

电位移矢量、电场矢量、磁感应矢量和磁场矢量；犮、ε

和μ分别为弹性常数张量、介电常数张量和磁导率

张量；犲、狇和α分别为压电常数张量、压磁常数张量

和磁电系数张量。对于压电材料和压磁材料的本构

方程可通过分别取狇＝α＝０和犲＝α＝０来实现。

狊与位移矢量狌的关系为
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式中：

Δ

为哈密顿算子；上标犑＝ｅ、ｍ分别表示压电

材料和压磁材料。

犈与电势φ，犎与磁势之间的关系为

犈犑 ＝－

Δ

φ
犑 （３）
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Δ
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在准静态电磁近似假设下，不考虑体力、自由电

荷和磁荷的存在，则σ、犇 和犅 满足下面的平衡

方程：
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式中：ρ
犑 为材料密度；狋为时间。

把式（１）～（４）代入式（５）～（７），得到压电和压

磁材料中的控制方程。根据庞玉等［８］的方法，解控

制方程可得到位移狌３、φ、、应力σ２３、电位移犇２ 和

磁感应强度犅２ 在压电和压磁材料中的表达式。

压电材料层左、右两侧的状态向量犞ｅ－狀 、犞
ｅ＋
狀 分

别为
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式中上标ｅ′、ｅ″分别为压电材料层的左、右侧。

左、右侧的状态向量具有以下关系：

犞ｅ＋狀 ＝犜
ｅ
狀犞

ｅ－
狀 （１０）

式中犜ｅ狀 为压电材料层传递矩阵。

压磁材料层左、右两侧的状态向量犞ｍ－
狀＋１、犞

ｍ＋
狀＋１分

别为
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式中上标ｍ′、ｍ″分别为压磁材料层的左、右侧。

左、右侧的状态向量具有以下关系：

犞ｍ＋
狀＋１ ＝犜

ｍ
狀＋１犞

ｍ－
狀＋１ （１３）

式中犜ｍ狀＋１为压磁材料层传递矩阵。

由于压电层与压磁层之间的相互渗透和扩散，

形成了一个具有磁电弹性质的界面层，在反平面和

界面层完好的条件下，具有本构关系［９１０］：

τ＝犌
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狓１
（１４）

式中：τ＝ σ３２，犇２，犅［ ］２
Ｔ；犠 ＝ 狌３，φ，［ ］

Ｔ；犌为界

面层材料系数矩阵，且

犌＝

犮４４ 犲１５ 犺１５

犲１５ －ε１１ －犱１１

犺１５ －犱１１ －μ

熿

燀

燄

燅１１
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式中犮４４，ε１１，μ１１，犲１５，犺１５和犱１１分别为弹性常数、介电

常数、磁导率、压电常数、压磁常数和磁电系数。

柔度矩阵犕 可表示为

犕τ＝
犠

狓１
（１６）

式中犕 ＝犌－１。

界面层具有不稳定性，易产生力学、磁学和电学

损伤，而完好界面层存在力、电、磁三场的耦合，这

就决定了当其产生损伤时层内力、电、磁３种损伤

场也不可能解耦。为体现弱界面中力、电、磁３种
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损伤场之间的耦合效应，文献［１１］建立全耦合广义

线弹簧模型为
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其中
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广义柔度矩阵犓形式为

犓＝
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燄
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式中：珔犪１，珔犪２，珔犪３ 分别为力学损伤、电学损伤和磁学

损伤系数；珔犪４，珔犪５，珔犪６ 分别为力电损伤耦合系数、力

磁损伤耦合系数和磁电损伤耦合系数。

通过将式（１４）、（１５）和式（１６）、（２３）进行对比可

知，犓中不同元素具有不同的量纲，为方便下一步分

析，将式（２３）写为

犓＝

犪１犿１１ 犪４犿１２ 犪５犿１３

犪４犿２１ 犪２犿２２ 犪６犿２３
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式中：犿犻犼为矩阵犕 中第犻行第犼列元素；犪λ（λ＝１～

６）为弱界面损伤和损伤耦合系数。

通过对比式（１４）、（１５）和式（１６）、（２４）可知，犪λ

（λ＝１～６）具有相同的量纲。下面分别阐述不同情

况下犪λ 的物理意义：

１）犪１＝０表示界面无机械损伤，犪１→∞表示界

面粘接完全失效。

２）犪２＝０表示界面无电学损伤，犪２→∞表示界

面失去介电功能。

３）犪３＝０表示界面无磁学损伤，犪３→∞表示界

面失去导磁功能。

４）犪４＝０表示界面的机械损伤与电学损伤之

间无耦合作用，犪４＞０时表示界面的机械损伤与电

学损伤之间具有耦合作用。

５）犪５＝０表示界面的机械损伤与磁学损伤之

间无耦合作用，犪５＞０时表示界面的机械损伤与磁

学损伤之间具有耦合作用。

６）犪６＝０表示界面的磁学损伤与电学损伤之

间无耦合作用，犪６＞０时表示界面的磁学损伤与电

学损伤之间具有耦合作用。

根据式（１７）、（１８）可得

犠ｍ－
＝犓τ

＋
１ ＋犠

ｅ＋ （２５）

弱界面左、右侧的状态向量满足以下关系

犞ｍ－
狀＋１ ＝犜

１
δ犞

ｅ＋
狀 （２６）

犞ｅ－狀＋２ ＝犜
２
δ犞

ｍ＋
狀＋１ （２７）

根据式（８）、（９）、（１１）、（１２）、（２５）～（２７）可得

犜２δ ＝犜
１
δ ＝

１ ０ ０ 犪１犿１１ 犪４犿１２ 犪５犿１３

０ １ ０ 犪４犿２１ 犪２犿２２ 犪６犿２３

０ ０ １ 犪５犿３１ 犪６犿３２ 犪３犿３３

０ ０ ０ １ ０ ０

０ ０ ０ ０ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ ０ １

（２８）

对于由压电子层、压磁子层和弱界面组成的单

胞，左、右两边的状态向量满足以下关系

犞ｅ－狀＋２ ＝犜ｃｅｌｌ犞
ｅ－
狀 （２９）

式中犜ｃｅｌｌ为单胞总体传递矩阵，且

犜ｃｅｌｌ＝犜
２
δ犜

ｍ
狀＋１犜

１
δ犜

ｅ
狀 （３０）

根据周期结构中弹性波的布里赫定理可得

犞ｅ－狀＋２ ＝ｅｘｐｉ犽犱１＋犱（ ）［ ］２ 犞ｅ－狀 （３１）

式中犽为Ｂｌｏｃｈ波波数。把式（２９）代入式（３１）得

狘犜ｃｅｌｌ－ｉｅｘｐ［ｉ犽（犱１＋犱２）］狘犞
ｅ－
狀 ＝０ （３２）

式（３２）中存在非零解的条件为

狘犜ｃｅｌｌ－ｉｅｘｐ［ｉ犽（犱１＋犱２）］狘＝０ （３３）

式（３３）给出了含弱界面的一维压电／压磁声子

晶体中Ｂｌｏｃｈ波的色散关系，其中系数行列式是一

个关于角频率ω、视波数犽１ 和犽的函数，对于给定

犽１ 和犽，可求得多个对应的ω。因此，在考虑的频率

范围内得到一组色散曲线，这些色散曲线将频率范

围交替划分为“通带”和“阻带”。

２　数值计算与讨论

在计算实例中，我们使用的压电材料和压磁材

料分别为ＢａＴｉＯ３ 和ＣｏＦｅ２Ｏ４，弱界面具有压电、压

磁耦合性能，表１为具体材料参数
［１２１３］。单胞中，

犱１＝犱２＝０．０１ｍ，单胞总长犱＝０．０２ｍ。此外，为

方便研究全耦合弱界面对第一带隙的影响，取犽１ 为

固定值，并根据不同损伤系数和损伤耦合系数，将

Ｂｌｏｃｈ波色散曲线或第一带隙的上、下部绘制于同

一图像上，进行分析讨论。考虑到色散曲线在

Ｂｌｏｃｈ波数上具有周期性，取其无量纲化第一布里
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渊区间，即（犽犱／π）∈［－１，１］，无量纲角频率为ω犱／ （２π犮ＳＨ），其中犮ＳＨ为压电板中ＳＨ波波速。

表１　材料参数

名称 犮４４／（Ｎ·ｍ
－２）

ε１１／［Ｃ
２·

（Ｎ·ｍ２）－１］

μ１１／

（Ｎ·ｓ２·Ｃ－２）
ρ／

（ｋｇ·ｍ
－３）

犺１５／

［Ｎ·（Ａ·ｍ）－１］

犲１５／

（Ｃ·ｍ－２）

犱１１／［Ｎ·

ｓ·（Ｖ·Ｃ）－１］

ＢａＴｉＯ３ ４．３０×１０１０ １．１２×１０－８ ５．００×１０－６ ５．７×１０３ １１．６

ＣｏＦｅ２Ｏ４ ４．５３×１０１０ ８．００×１０－１１ １．５７×１０－４ ２．３×１０３ ５．５０×１０２

弱界面 ４．４０×１０１０ ５．６４×１０－９ ２．９７×１０－４ ２．７５×１０２ ５．８ ５．３６７×１０－１２

　　图２为力学损伤对压电／压磁声子晶体第一带

隙的影响。其中犪１＝０时，曲线代表完好界面的带

隙特性，其第一带隙上、下边界分别为０．５３２，０．

７６５，带隙宽度为０．２３３。当犪１＝５ｍｍ时，第一带隙

上、下边界分别为０．４１３，０．６６３，带隙宽度分别为

０．２５０。当犪１＝１０ｍｍ时，第一带隙上、下边界分

别为０．３４８，０．５８０，带隙宽度为０．２３２。由图可看

出，随着犪１ 增大，第一带隙上、下边界明显下降，宽

度基本不变。

图２　犪１ 对第一带隙的影响（犪２＝犪３＝犪４＝犪５＝犪６＝０）

图３、４分别为第一带隙随电学损伤系数犪２ 和

力电损伤耦合系数犪４ 改变的变化情况。由图３可

看出，当犪４＝０时，随着犪２ 增大，第一带隙上、下边

界不变，分别为０．７６５，０．５３２，此时，犪２ 对第一带隙

特性无影响。当犪４＝１００ｍｍ时，第一带隙区间从

０．４６０～０．７５２上升到０．４９４～０．７５４，带隙宽度由

０．２９２减小到０．２６０。当犪４＝２００ｍｍ时，第一带隙

区间由０．３５２～０．７２１上升到０．４１２～０．７２７，带隙

宽度由０．３６９减小到３．２１。由此可得，当犪４＞０时，

随着犪２ 增大，带隙区间上升，带隙宽度变窄。当

犪４＝５００ｍｍ时，根据图４可得相同结论。由图４可

看出，当犪２＝０时，随着犪４ 增大，第一带隙区间由

０．５３２～０．７６５下降到０．２０３～０．５９９，带隙宽度由

０．２３３增加到０．３９６。当犪２＝１００ｍｍ时，第一带隙

区间由０．５３２～０．７６５下降到０．２１２～０．６０１，带隙

宽度由０．２３３增加到０．３８９。当犪２＝５００ｍｍ时，第

一带隙区间由０．５３２～０．７６５下降到０．２４４～０．６１０，

带隙宽度由０．２３３增加到０．３６６。由此可得，当

犪２＞０时，随着犪４ 增大，第一带隙区间下降，带隙宽

度变宽。当犪２＝５００ｍｍ 时，通过图３可得相同

结论。

图３　犪２ 对第一带隙的影响（犪１＝犪３＝犪５＝犪６＝０）

图４　犪４ 对第一带隙的影响（犪１＝犪３＝犪５＝犪６＝０）

图５、６分别为第一带隙与磁学损伤系数犪３ 和

力磁损伤耦合系数犪５ 之间的关系图。由图５可

看出，当犪５＝０时，随着犪３ 增大，第一带隙上、下边

界不变，分别为０．７６５，０．５３２，此时，犪３ 对第一带

隙特性无影响。当犪５＝２００ｍｍ时，第一带隙上边

界从０．７４８下降到０．７２５，下边界保持不变（为

０．５３０），带隙宽度由０．２１８减小到０．１９５。当犪５＝

４００ｍｍ 时，第一带隙上边界从０．７０７下降到

０．６４３，下边界保持不变（为０．５２５），带隙宽度由

０．１８２减小到０．１１８。由此可得，当犪５＞０时，随

着犪３ 增大，带隙上边界明显下降，下边界基本不

变，带隙宽度变窄。当犪５＝２００ｍｍ时，通过图６可

得相同结论。由图６可知，当犪３＝０时，随着犪５ 增

大，第一带隙上边界由０．７６５下降到０．７０７，下边界

从０．５３２下降到为０．５２５，带隙宽度由０．２３３减小

到０．１８２。当犪３＝１００ｍｍ时，第一带隙上边界由
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０．７６５ 下降到 ０．６８６，下边界由 ０．５３２ 下降到

０．５２５，带隙宽度由０．２３３减小到０．１６１。当犪３＝

２００ｍｍ 时，第一带隙上边界由 ０．７６５ 下降到

０．６４３，下边界由０．５３２下降到０．５２５，带隙宽度由

０．２３３减小到０．１１８。由此可得，无论磁学损伤是否

存在，随着犪５ 增大，第一带隙上区间下降，下区间基

本不变，带隙宽度变窄。当犪３＝１００ｍｍ时，观察图

５可得相同结论。

图５　犪３ 对第一带隙的影响（犪１＝犪２＝犪４＝犪６＝０）

图６　犪５ 对第一带隙的影响（犪１＝犪２＝犪４＝犪６＝０）

图７为犪６ 对第一带隙的影响。由图可看出，当

犪４＝犪５＝０时，第一带隙区间为０．５３２～０．７６４；犪４＝

１００ｍｍ，犪５＝２００ｍｍ时，第一带隙区间为０．４６０～

０．７３６；犪４＝犪５＝２００ｍｍ时，第一带隙区间为０．３５２～

０．７０６。无论力电损伤耦合和力磁损伤耦合是否存

在，磁电耦合系数犪６对第一带隙均无影响。当犪４ 和

犪５ 增大时，第一带隙区间下降，带隙宽度变宽。

图７　犪６ 对第一带隙的影响（犪１＝犪２＝犪３＝０）

３　结论

周期性压电／压磁层板中界面层在长期使用过

程中易形成为弱界面，界面中存在力、电、磁损伤，并

且这３种损伤两两之间存在耦合作用，通过引用界

面损伤耦合线弹簧模型来描述该非完好界面的本构

关系。在此基础上，采用传递矩阵法及Ｂｌｏｃｈ定理，

代入数值计算，可得到色散曲线图和带隙变化图。

展开分析，可得以下结论：

１）第一带隙随界面层内的力学损伤增大而

下降。

２）当磁、电损伤独立存在时，损伤系数变化不

会影响第一带隙特性；当电损伤与力学损伤之间存

在耦合作用时，第一带隙会随耦合系数增大而下降，

带隙宽度变窄；当磁损伤与力学损伤之间存在耦合

作用时，第一带隙上边界会随耦合系数增大而下降，

下边界基本不变，带隙宽度变宽。

３）磁、电损伤与力学损伤之间的耦合作用会影

响带隙特性，而磁、电损伤之间的耦合作用不会对第

一带隙产生影响。
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